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Wykorzystanie liczb losowych
do obliczania niepewnosci pomiaru

Pawel Fotowicz
1. Wstep

Dokument JCGM 101:2008 [1] wyznacza nowy standard w dziedzinie obliczania nie-
pewnosci pomiaru. W miejsce prawa propagacji niepewnosci [2] wprowadza metode¢ propa-
gacji rozkladow. Rozktad prawdopodobienstwa dla wielkosci mierzonej nie jest przyjmowa-
ny a priori, lecz obliczany przy uzyciu symulacji Monte Carlo poprzez matematyczny model
wielkosci wyjsciowej. Miarg niepewnosci pomiaru jest przedzial rozszerzenia, ktorego dlu-
gos$¢ wyznacza odleglos¢ pomiedzy kwantylami tego rozkladu dla okreslonego prawdopo-
dobienstwa rozszerzenia, na ogét 95 %.

2. Procedura Monte Carlo

Zalecana procedura [1] polega, w pierwszy kroku postepowania, na wyborze licz-
by prébkowan M. Liczba ta zalezy od zakladanego prawdopodobienstwa rozszerzenia p.
Przykladowo, dla zazwyczaj przyjmowanego p = 95 %, liczba ta wynosi M = 10*. Nastepnie,
na podstawie przyjetych rozkladéw dla wielkosci wejsciowych generuje si¢ zbiory mozli-
wych wartoéci dla tych wielkosci, kazdy o liczebnosci réwnej M. Na podstawie tych war-
tosci, wstawiajac je do réwnania pomiaru, mozna wyznaczy¢ zbdr wartoéci dla wielkosci
wyjsciowej. Sortujac te wartosci od najmniejszej do najwiekszej oraz przypisujac im kolejne
prawdopodobienstwa mozna wyznaczy¢ granice przedziatu rozszerzenia. W przypadku sy-
metrycznego rozkladu prawdopodobienstwa potowa tego przedzialu wyznacza niepewno$é
r0Zszerzona.

Procedura powyzsza zaklada oddzielne generowanie zbioréw dla kazdej wielkosci wej-
$ciowej i wykorzystanie réwnania pomiaru do wyznaczenia mozliwych wartosci dla wiel-
kosci wyjsciowej. W pewnym, okreslonym przypadku mozna ten etap procedury poming¢
i zastosowac ponizsze rozwigzanie.

3. Metoda obliczeniowa

Gdy réownanie pomiaru jest liniowe lub linearyzowane, a wielkosci wejsciowe opisane
sa rozktadami: Studenta, normalnym, prostokatnym, tréjkatnym lub trapezowym, zamiast
generowania wielu zbioréw dla rozkladéw wejsciowych mozna generowac tylko jeden zbiér
warto$ci bezposrednio dla wielko$ci wyjsciowej okreslony rownaniem:
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gdzie z, i z to zmienne losowe o rozktadach standaryzowanych, odpowiednio prostokat-
nym P (0, 1) i normalnym N (0, 1), u, to najwiekszy udziat o rozkladzie prostokatnym, ¢(v) to
kwantyl rozktadu Studenta o liczbie stopni swobody v, k to kwantyl rozktadu normalnego,
a u, to pozostale udziaty niepewnosci. Dla wielko$ci wejéciowych opisanych innymi rozkta-
dami niz Studenta nalezy przyjac t(v) = k.

Réwnanie powyzsze definiuje zmienng losowg o rozkladzie plasko-normalnym (P*N),
ktory jest splotem rozkladu prostokatnego z normalnym. Standaryzowany rozktad P*N (0, 1)
mozna otrzymac stosujac rownanie:

P ) 2
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gdzie r to parametr rozkladu ptasko-normalnego, bedacy ilorazem odchylenia standardo-
wego o, rozktadu prostokatnego do odchylenia standardowego o, rozktadu normalnego:

F=—r ©)

Sortujac zbiér mozliwych wartosci dla wielkosci wyjsciowej y, od najmniejszej do naj-
wiekszej, i przypisujac im kolejne prawdopodobienstwa mozemy wyznaczy¢ dystrybuante
numeryczng jej rozkladu. Poniewaz rozklad wielkosci wyjsciowej jest symetryczny, to moz-
na okresli¢ granice probabilistycznie symetrycznego przedzialu rozszerzenia jako:

o I+ ) (1=
Yhigh =G I(ij 1 Yo =G I(ij (4)

gdzie G'(a) jest kwantylem rzedu « dystrybuanty numerycznej rozkladu wielkoséci wyjscio-
wej. Na tej podstawie mozna wyznaczy¢ niepewno$¢ rozszerzong dla okreslonego prawdo-
podobienstwa rozszerzenia:

U — yhigh _ylow (5)
2

jako potowe dtugosci probabilistycznie symetrycznego przedzialu rozszerzenia.
4. Wlasnosci metody obliczeniowej

Wiasnosci proponowanej metody numerycznej przesledzmy na kilku przykladach ob-
liczeniowych. Jednym z nich niech bedzie prosty model pomiaru przedstawiony w doku-
mencie [1], zawierajacy cztery sktadowe opisane rozkltadami prostokatnymi, z ktérych jedna
ma dziesieciokrotnie wigkszg niepewnos¢ standardowa od pozostalych, majacych niepew-
no$¢ standardowq réwna umownie jeden. Na podstawie przedstawionych tam wartosci gra-
nicznych 95 % probabilistycznie symetrycznego przedziatu rozszerzenia mozna wyznaczyc,
ze Uy, = 17,0. Uzywajac metody numerycznej, przy zastosowaniu réwnania (1), uzyskamy
dla tych samych danych wejsciowych niepewnos¢ rozszerzong U, ,, = 17,1. Dla poréwnania
stosujac metode analityczng, opisang w publikacji [3], otrzymamy U, ,, = 16,9.

Powigkszajac w przyktadowym modelu pomiaru liczbe skladowych do dziesigciu
mozna rowniez wyznaczy¢ niepewnos$¢ powyzszymi metodami. Wyniki obliczen odnoszo-
no do wyniku obliczen na bazie splotu dziesieciu rozkladéw prostokatnych, wykonanych
przy uzyciu szybkiej transformaty Fouriera [4] i przedstawiono w postaci bledéw metod
W postaci:
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gdzie Ui U to niepewnosci rozszerzone dla prawdopodobienstwa p = 95 % obliczane
rozpatrywang metodg oraz metoda splotu rozkltadéw. Przyktadowe wyniki obliczen repre-
zentuje rys. 1. Warto$ci btedéw obliczono w funkcji parametru:

= ?)

gdzie u_to zlozona niepewnos¢ standardowa. Dla kazdej sktadowej przyjeto niepewnos¢
standardowg réwna jeden, a dla sktadowej dominujacej u, wigkszg od jednego. We wszyst-
kich przypadkach obliczeniowych btad metod nie przekraczat 1 %.
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Rys. 1. Przyktadowe btedy wzgledne metod obliczania niepewnosci rozszerzonej dla prawdopodobienstwa 95 %.
MCM - metoda Monte Carlo, NM - metoda numeryczna, AM - metoda analityczna

Podobne postepujac, jak w przykladzie z dokumentu [1] dla réwnania z czterema
skladowymi, mozna réwniez przyja¢ dla kazdej z nich inny rozktad prawdopodobienstwa:
Studenta, normalny, tréjkatny i prostokatny. Mozna wykona¢ obliczenia, gdy wszystkim
czterem skltadowym przypisuje si¢ jednakowa niepewno$¢ standardowa réwna umownie
jeden oraz gdy kazda z nich staje sie dominujgca z niepewnoscia dziesi¢ciokrotnie wieksza
od pozostatych. Przykladowe wyniki obliczen przedstawia tabela 1. W obliczeniach przy-
jeto rozklad Studenta z liczbg stopni swobody v = 2. W przypadku obliczeniowym A brak
jest dominacji sktadowej, a w pozostatych przypadkach obliczeniowych dominujg odpo-
wiednio: w B sktadowa o rozkladzie Studenta, w C sktadowa o rozkladzie normalnym, w D
skladowa o rozkladzie tréjkatnym, a w E skladowa o rozkladzie prostokatnym.

Tabela 1. Przyktadowe wyniki obliczenia niepewnosci rozszerzonej dla réznych rozktadow
i udziatéw sktadowych w liniowym réwnaniu pomiaru

Metoda MCM NM AM
A 5,42 5,48 5,45
B 43,21 43,07 43,16
C 20,20 20,18 20,26
D 19,88 19,86 19,84
E 17,38 17,47 17,26
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5. Wnhnioski

Zaproponowana metoda numeryczna zapewnia podobna dokladnos$¢ obliczeniowa
niepewnosci rozszerzonej i tym samym przedzialu rozszerzenia jak metoda Monte Carlo
i metoda analityczna. Przy obliczeniach nie ma koniecznosci generowania oddzielnie roz-
kladéw dla kazdej wielkosci wejsciowej, bowiem z réwnania pomiaru (1) od razu uzyskuje-
my zbidr wartosci dla wielko$ci wyjsciowej na podstawie przypisanych rozkladéw poszcze-
golnym sktadowym i wartosci ich udzialéw. Réwnanie pomiaru powinno by¢ liniowe lub
linearyzowane. Pozwala na natychmiastowe obliczenia niepewnosci dla dowolnej liczby
skladowych. Latwo si¢ implementuje do tabeli budzetu niepewnosci, przy uzyciu arkusza
kalkulacyjnego.
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