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Dokument JCGM 101:2008 wyznacza nowy standard obliczania niepewnosci pomia-
ru. Zgodnie z jego wykladnig miara niepewnosci pomiaru jest przedziat rozszerzenia, kto-
ry definiowany jest na dwa sposoby. Pierwsza definicja moéwi, ze jest to probabilistycznie
symetryczny przedzial, poza granicami ktérego istnieje jednakowe prawdopodobienstwo
warto$ci dla wielkosci wyjsciowej. Druga definicja méwi, ze jest to najkrotszy ze wszystkich
mozliwych przedzialéw zwigzanych z tym samym prawdopodobienstwem rozszerzenia.

Wyznaczanie przedzialu rozszerzenia w oparciu o pierwsza definicje zaklada, ze
prawdopodobienstwo wartosci po obu jego stronach jest jednakowe. Jezeli przyjmiemy, ze
prawdopodobienstwo rozszerzenia wynosi 0,95 to granice przedzialu wyznaczajg kwantyle
rozkladu G*(0,025) oraz G(0,975), bedace funkcjami odwrotnymi (argumentami) dystry-
buanty wielkosci wyjsciowej. Umownie przedzial ten mozna oznaczy¢ jako

I . =[G"(0,025), G'(0,975)]

Wyznaczanie przedziatu rozszerzenia w oparciu o drugg definicje nakazuje przyjecie
najmniejszego przedzialu ze zbioru wszystkich przedzialow dla tego samego prawdopodo-
bienstwa. Dla prawdopodobienstwa rozszerzenia 0,95 bedzie to przedziat o wartosciach gra-
nicznych, dla ktérych réznica wartosci gérnej G'(« + 0,95) i dolnej G'(«) bedzie najmniej-
sza. Umownie przedzial ten mozna zapisa¢ jako

I =[G «a), G'(a+0,95)], gdy G'(a + 0,95) - G''(a) = min

Zalecana przez przywolany dokument, numeryczna procedura obliczania przedziatu
rozszerzenia dla prawdopodobienstwa 0,95, w oparciu o metode Monte Carlo, przewiduje
liczbe losowan M = 10 000. Kazda z wyznaczonych 10 000 wartosci stanowi element zbioru
mozliwych wartosci rozkladu wielkosci wyjsciowej. Po uporzadkowaniu elementéw tego
zbioru w postaci rosngcego ciggu wartosci i przypisaniu kazdemu z nich kolejnego praw-
dopodobienstwa, poczawszy od p = 0,0001, a skoficzywszy na p = 1, granice przedziatu roz-
szerzenia, zgodnie z pierwsza definicja, wyznaczaja wartosci reprezentowane przez element
o numerze 250 i 9750. W przypadku realizacji drugiej definicji otrzymamy az 500 przedzia-
t6w rozszerzenia dla prawdopodobienstwa 0,95. Beda to kolejne przedzialy pomiedzy para-
mi elementéw zbioru o numerach od 119501 do 500 i 10 000. Sposrdd nich nalezy wybra¢
najmniejszy. Czy dtugosci obu przedzialow: probabilistycznie symetrycznego i najkrétszego
réznig sie? Przesledzmy to na dwoch przykladach: rozkladu normalnego, jako typowego
rozkladu symetrycznego oraz rozkladu asymetrycznego, chi kwadrat.

Uzywajac generatora liczb losowych o rozkladzie normalnym standaryzowanym
N(0,1) tworzymy zbiér 10 000 wartosci. Sortujac zbiér tych wartosci w porzadku rosnagcym
i przypisujac kazdej z nich kolejne prawdopodobienistwo, zaczynajac od p = 0,0001, a kon-
czac na p = 1, otrzymujemy dystrybuante numeryczna tego rozkladu (rys. 1).
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Rys. 1. Dystrybuanta numeryczna rozktadu normalnego

Na podstawie wykonanych obliczen dtugosci obu przedzialéw rozszerzenia przyklado-
wo otrzymujemy wartosci: 3,91 dla przedziatu najkrotszego i 3,93 dla przedziatu symetrycz-
nego. Oba przedzialy nieznacznie si¢ r6znia, o 0,5 % warto$ci. Wartosci tych przedzialow
sg zgodne z dlugoscig przedziatu ufnosci dla rozkladu normalnego przy poziomie ufnosci
95 %, ktoéra wynosi 3,92 (dlugos¢ przedziatu ufnosci wyznacza réznica pomiedzy dwoma
kwantylami rozkladu 1,96 i -1,96). Zbiér przykladowych wartoséci wszystkich 500. przedzia-
téw rozszerzenia ilustruje rys. 2.
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Rys. 2. Numeryczne przedzialy rozszerzenia dla rozktadu normalnego

Inaczej sytuacja przedstawia si¢, gdy mamy do czynienia z rozktadem asymetrycznym.
Rozktad chi kwadrat o jednym stopniu swobody mozna otrzyma¢ podnoszac do kwadratu
wartos$ci dla rozktadu normalnego

% =[N

Obliczajac powyzsze réwnanie 10 000 razy uzyskujemy zbiér wartoéci o rozkladzie
chi kwadrat o jednym stopniu swobody. Sortujac zbidr tych wartosci w porzadku rosngcym
i przypisujac kazdej z nich kolejne prawdopodobienstwo, zaczynajac od p = 0,0001, a kon-
czgc na p = 1, otrzymujemy dystrybuante numeryczna rozkladu chi kwadrat (rys. 3).
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Rys. 3. Dystrybuanta numeryczna rozktadu chi kwadrat z jednym stopniem swobody

Na podstawie wykonanych obliczen wartosci obu przedzialéw rozszerzenia przy-
kladowo otrzymujemy wartosci: 3,839 dla przedziatu najkroétszego i 5,062 dla przedziatu
symetrycznego. Oba przedzialy znacznie sie réznia, az o 32 % wartosci, przy czym war-
tos¢ pierwszego przedziatu jest bliska wartosci kwantyla rozkladu chi kwadrat dla poziomu
ufnosci 95 %, wynoszacego 3,841 (kwantyl tego rozktadu jest réwny przedzialowi ufnosci,
ktéry jest przedziatem jednostronnym). Zbidr wartosci wszystkich 500. przedziatéw rozsze-
rzenia ilustruje rys. 4.
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Rys. 4. Numeryczne przedzialy rozszerzenia dla rozkladu chi kwadrat z jednym stopniem swobody

Estymata wielkos$ci mierzonej jest warto$¢ srednia, bedaca wartoscig oczekiwang
rozkladu prawdopodobienstwa. W przypadku rozkladu normalnego standaryzowane-
go wynosi ona zero, 4 = 0 (rys. 5). Wokot estymaty budowany jest przedzial rozszerzenia.
Dla rozktadu symetrycznego warto$¢ oczekiwana dzieli przedzial na polowy réwne liczbo-
wo niepewno$ci rozszerzonej. Przedzial rozszerzenia symetryczny i najkrétszy sa porow-
nywalne, cho¢ ze wzgledu na doktadno$¢ obliczeniowa metody Monte Carlo, przedzial naj-
krotszy jest zazwyczaj nieznacznie wezszy od symetrycznego.

Wartos¢ oczekiwana dla rozktadu chi kwadrat o jednym stopniu swobody wynosi jeden,
p = 1. Warto$¢ ta nie wyznacza jednak $rodka przedziatu rozszerzenia zaréwno najkrotsze-
go jak i symetrycznego (rys. 6). Nie mozna w tym wypadku okresli¢ niepewnosci rozszerzo-
nej, a jedynie wyznaczy¢ granice przedziatu rozszerzenia. Sytuacja taka moze zaistnie¢, gdy
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Rys. 5. Rozklad normalny standaryzowany
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Rys. 6. Rozklad chi kwadrat o jednym stopniu swobody

wielko$¢ mierzona zdefiniowana jest przy uzyciu modelu nieliniowego. Niepewno$¢ roz-
szerzona bowiem, stosowana powszechnie jako miara niedoktadno$ci w metrologii, okresla
symetryczne rozproszenie wartoéci dla wielkosci mierzonej wokét jej estymaty.
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