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Przedstawiono dwie alternatywne metodyki obliczania niepewnoéci pomiaru stosowane wspolcze-
$nie w metrologii. Pierwsza z nich opiera sie na zaleceniach Przewodnika i zawartym tam prawie propa-
gacji niepewnosci. Druga opiera si¢ na prawdopodobienstwie warunkowym wynikajacym z zastosowania
twierdzenia Bayesa. Obie metodyki prowadza do réznych wynikéw, bowiem wykorzystuja inne podstawy
obliczeniowe. Pierwsza opiera si¢ na splocie rozktadéw wielkosci wejsciowych, a druga na ich iloczynie.
Pierwsza chetnie stosowana jest przy ocenie wynikéw okreslonego pomiaru, a druga przy opracowaniu wy-
nikéw poréwnan.

Alternative methodologies for calculating measurement uncertainty

The alternative methodologies for calculating measurement uncertainty used in modern metrology
are presented. The first method is based on recommendation of the Guide and the law of uncertainty propa-
gation. The second method is based on conditional probability and application of the Bayes theorem. Those
methodologies lead to different results because of using different basis of calculations. The calculation of the
first method is connected with convolution of input quantity distributions but the calculation of the second
method is connected with multiplication of input quantity distributions. The coverage interval calculated
with the GUM method is larger than the coverage interval calculated with the Bayesian method. In the first
method the estimate of the measurand is an arithmetic average of observations, but in the second method the
estimate is a weighted average, modified by the standard uncertainty attributed to the specified result of ob-
servation. The Bayesian method is willingly utilized at inter-laboratory comparisons, but the GUM method
is commonly used in evaluation of any other result of measurement.

1. Wprowadzenie

W dziedzinie opracowania wyniku pomiaru wspolczesng metrologie zdominowata
metodyka, ktéra mozna nazwac ,,niepewnosciowa”. Metodyka ta znalazta wyraz w klasycz-
nym juz migdzynarodowym dokumencie, wydanym w ostatniej dekadzie ubieglego wie-
ku, zwanym powszechnie Przewodnikiem [1]. Podej$cie powyzsze polega na zastosowaniu,
przy opracowaniu wyniku pomiaru, prawa propagacji niepewnosci. Réwnolegle z t3 meto-
dyka, przez wielu autoréw [2-6], rozwijany jest alternatywny sposdb opracowania danych
pomiarowych, zwany metodyka ,bayesianowska”. Podejscie to opiera si¢ na twierdzeniu
Thomasa Bayesa o prawdopodobienstwie warunkowym. Polega na opracowaniu wyniku
pomiaru na podstawie wcze$niejszej wiedzy na jego temat, zanim zostaly otrzymane kon-
kretne dane pomiarowe. Dane te stuzg jedynie do korekty wyniku opracowanego na po-
stawie informacji pierwotnej dotyczacej okreslonego pomiaru. Metodyka ta moze budzi¢
wsrod metrologdéw pewne kontrowersje, tym niemniej warto przyjrzec si¢ jej blizej, aby moc
je poréwnac.

W celu rozréznienia sposobéw obliczania niepewnosci obiema metodykami, przy
oznaczeniach odpowiednich parametréw zwigzanych z jej wyrazaniem, zastosowano in-
deks ,,a” dla metody niepewnosciowej i indeks ,,b” dla metody bayesianowskiej.
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2. Metoda niepewnosciowa

W pomiarze zazwyczaj mamy do czynienia z dwoma rodzajami oddzialywan: przy-
padkowym i systematycznym. Oba traktowane sa probabilistycznie. Niepewno$¢ pierwsze-
go z nich wyznacza si¢ metoda typu A, na drodze analizy statystycznej serii obserwacji,
a niepewnos¢ drugiego metoda typu B, na drodze innej niz analiza statystyczna, na podsta-
wie dostepnych Zrédet informacji o bledzie systematycznym, np. ze $wiadectwa wzorcowa-
nia. W metodzie niepewno$ciowej obie informacje traktuje sie jako niezalezne, a niepew-
no$¢ standardows ztozong wyznacza sie z zaleznosci

ua = \]uAa +uBa (1)

Do oceny niepewnosci standardowej typu A uzywa sig¢ statystyki nazywanej odchyle-
niem standardowym eksperymentalnym sredniej

)

gdzie g, to warto$ci obserwacji, a n to ich liczba. Niepewnos¢ standardowa typu B mozna
wyznaczy¢ na podstawie informacji zawartej w §wiadectwie wzorcowania na podstawie

Ug, =— ©)

gdzie U to niepewno$¢ rozszerzona, a k to wspolczynnik rozszerzenia, podawane zawsze
w $wiadectwie wzorcowania kazdego przyrzadu pomiarowego. Wynik pomiaru przedsta-
wiany jest w postaci estymaty wielko$ci mierzonej oraz niepewnosci rozszerzonej, bedacej
iloczynem wspodlczynnika rozszerzenia i ztozonej niepewnosci standardowej. W metodyce
tej zaklada sig, ze rozkladem wielko$ci mierzonej jest w przyblizeniu rozklad normalny, stad
na ogot wspoétczynnik rozszerzenia dla poziomu ufnosci ok. 95 % przyjmuje si¢ jako k = 2.
Wynik pomiaru mozna zapisa¢ zatem

y=y,t2-u, =y, U, )

1 n
gdzie y, ==> g,
n

i=l1

3. Metoda bayesianowska

Metodyka ta opiera si¢ na twierdzeniu Thomasa Bayesa o prawdopodobienstwie wa-
runkowym. Twierdzenie to méwi o tym, jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia A pod
warunkiem zaistnienia innego zdarzenia B

p(Bl4)p(4)  p(Bl4)p(4)

p(4]B)-= p(B) _jp(B|A)p(A)dA

(5)
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Twierdzenia powyzsze mozna zapisa¢ w postaci funkgcji gestosci prawdopodobienstwa

g(eln)g(n)

[ g(eln)g(n) dn

gdzie: g(n) - funkcja gestosci prawdopodobienstwa zwiazanego ze zdarzeniem A (danych

g(nle) (©)

eksperymentalnych), g(e|#) - funkcja gestosci prawdopodobienistwa zwigzanego ze zdarze-
niem B|A (po wyeliminowaniu bledu systematycznego pomiaru e).

Przyjmujac zalozenie o rozkladzie normalnym dla funkcji gestosci prawdopodobien-
stwa mozemy, stosujac powyzsze twierdzenie, po odpowiednich przeksztalceniach, dopro-
wadzi¢ do koncowej postaci

Yo _ Vo [ Y
_12) == T 2p (7)
U, Uy, Up,
1 1 1
STt ®)

gdziey =y, - ejest estymaty wielkosci pozbawiong biedu systematycznego, u,, jest niepew-
noscig standardowg wyznaczang metoda typu A, a u, = u,_jest niepewnoscig standardowg
wyznaczang metoda typu B.

Do obliczania niepewnosci typu A uzywa si¢ statystyki bayesianowskiej w postaci

[n-1 ,_
Upp = Z_3S(C]) ©)

Nalezy pamigtad, ze zastosowanie powyzszej formuly mozliwe jest tylko dla n > 3.

Wynik pomiaru zapisuje si¢ w postaci estymaty wielkosci, wynikajacej z przeksztalcenia

2 2
u u
yb:ya( 2 2 2 ]_'—yp( 2 A 2 J (10)
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oraz wynikowej niepewnosci standardowej, powstajacej z przeksztalcenia (8)

2 2
_ | UaUsy
u, = 2 2 (11)
Upy, +Upgy,

W metodyce tej zaklada sig, ze rozkladem wielko$ci mierzonej jest rozklad normalny,

(7), danej zaleznoscia

stad na ogot wspoélczynnik rozszerzenia dla poziomu ufnosci ok. 95 % przyjmuje sie¢ jako
k =2, a wynik pomiaru mozna zapisa¢ w postaci

y=y,t2-u, =y, 1U, (12)
4. Podsumowanie

Przedstawione rozwazania miaty na celu pokazanie alternatywnych metodyk opraco-
wania wyniku pomiaru stosowanych we wspdlczesnej metrologii. Metodyka bayesianow-
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ska, cho¢ nie jest nowa, raczej rzadko jest stosowana przy opracowaniu wyniku pomiaru.
Wymaga wigkszej rozwagi i pewniejszej informacji o bledzie systematycznym przyrzadu po-
miarowego, gdyz otrzymywany przedzial ufnosci jest na ogét wezszy niz dla kazdej z funk-
cji gestosci wspottworzacych rozklad wynikowy. Wynika to z zastosowania w obliczeniach
iloczynu funkcji gestosci prawdopodobienstwa, w odréznieniu do metodyki niepewnoscio-
wej, gdzie te same funkcje podlegaja operacji splotu matematycznego, w wyniku ktérego
zawsze otrzymujemy szerszy przedzial ufnosci niz dla kazdej funkcji oddzielnie. Pewnym
natomiast podobienstwem obu metodyk jest przyjecie zalozenia o normalnosci rozkladéw
dla funkgji gestosci prawdopodobienstwa. Nalezy dodag, ze jest to praktyczny, najprostszy
przypadek stosowania obu metodyk, poniewaz w zaawansowanej analizie naukowej funkcje
gestosci moga mie¢ przypisane inne rozklady niz rozklad Gaussa. Wynikowy rozktad nor-
malny w metodyce niepewnosciowej stosuje sie tylko w sytuacji, gdy do obliczen odchylenia
standardowego wykorzystujemy prawo propagacji niepewnosci. W metodyce bayesianow-
skiej mozna do ceny niepewnosci, na podstawie wiedzy wczes$niejszej o pomiarze, wykorzy-
sta¢ informacje¢ o warunkach srodowiskowych, w ktérych ma by¢ przeprowadzony pomiar
oraz innych czynnikach wplywajacych na wielko§¢ mierzong. Metodyka niepewnosciowa
jest chetniej stosowana do opracowania wyniku pomiaru, ze wzgledu na szeroki przedzial
ufnosci budowany wokot wartosci sredniej. Daje wieksze poczucie bezpieczenstwa, ze wy-
nik obejmie warto$¢ prawdziwg wielkoéci mierzonej. Rozwiazania ptynace z zastosowania
metodyki bayesianowskiej natomiast chetniej wykorzystywane sg przy opracowaniu wyni-
koéw poréwnan miedzylaboratoryjnych.
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