Program komputerowy do obliczania
niepewnosci pomiaru metoda Monte Carlo

Dariusz Czulek
Glowny Urzad Miar - Zaktad Dlugosci i Kata

W 2008 roku opublikowany zostal przez Wspdlny Komitet ds. Przewodnikéw w Metrologii (JCGM)
dokument ,,Evaluation of measurement data — Supplement 1 to the Guide to the expression of uncertainty in
measurement — Propagation of distributions using a Monte Carlo method”. Autorzy dokumentu zalecaja wyko-
rzystanie metod numerycznych do: walidacji obliczen niepewnosci pomiaru, obliczania niepewnoéci pomiaru
dla nowo tworzonych stanowisk pomiarowych, obliczania niepewnosci pomiaru dla skomplikowanych modeli
matematycznych czy tez modeli posiadajacych duze sktadowe niepewnosci lub asymetryczne funkcje gestoéci
prawdopodobienstwa. W Laboratorium Dlugoéci Zaktadu Dtugosci i Kata opracowano program komputero-
wy do obliczania niepewno$éci pomiaru metoda Monte Carlo. Przedstawiono praktyczne zastosowanie progra-
mu obliczeniowego.

Software for calculation of uncertainty using the Monte Carlo method

In 2008, a new document ,,Evaluation of measurement data - Supplement 1 to the Guide to the expression
of uncertainty in measurement — Propagation of distributions using a Monte Carlo method” was published by
the Joint Committee for Guides in Metrology (JCGM). Authors of the new document propose using the Monte
Carlo method for validation of the uncertainty calculation, calculation of uncertainty in new measurement set-
-ups, for complicated models or models with input quantities having “large” uncertainties or asymmetric pro-
bability density functions. Practical realization of the software created in the Length Section of the Length and
Angle Division, which uses the Monte Carlo method for calculation of the uncertainty, has been presented.

1. Wstep

W 2008 roku opublikowany zostal przez Wspolny Komitet ds. Przewodnikéw
w Metrologii (JCGM) dokument ,Evaluation of measurement data — Supplement 1 to the
Guide to the expression of uncertainty in measurement — Propagation of distributions using
a Monte Carlo method” [1]. Przedstawia on nowe podejécie do sposobu wyznaczania nie-
pewnosci pomiaru, zalecajac metode numeryczng Monte Carlo.

2. Program komputerowy

W Laboratorium Dtugosci Zakladu Dtugosci i Kata w Gléwnym Urzedzie Miar opra-
cowano program komputerowy, ktéry umozliwia wyznaczenie niepewnosci pomiaru przy
wykorzystaniu metody Monte Carlo. Program zostal napisany przy uzyciu jezyka Visual
Basic for Applications, bedacego elementem arkusza kalkulacyjnego MS Excel. Przykladowe
okno programu komputerowego przedstawia rys. 1.

Program komputerowy umozliwia zdefiniowanie dowolnego matematycznego modelu
pomiaru zawierajacego nie wiecej niz 10. wielkos$ci wejsciowych. Wielkosci wejsciowe moga
by¢ opisane nastepujacymi rozkladami prawdopodobienstwa:

- normalnym,
- prostokatnym,
- trapezowym symetrycznym,
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- trapezowym niesymetrycznym,
- trojkatnym symetrycznym,

- tréjkatnym niesymetrycznym,
- rozkladem #-Studenta,

- rozkladem typu U,

- gamma,

- exponencjalnym.

Wyznaczanie niepewnosci metoda Monte Carlo ]
WYZNACZANIE NIEPEWNOSCI METODA MONTE CARLO
Informacja Wprowadzanie Danych. | vetoda Monte Carla | Metoda Monte Carlo - Metoda Klasyezna | Metoda Mante Carla - Metoda Splot Rozktadw |

Rownanie pomiaru
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Rys. 1. Menu uzytkownika

Po zdefiniowaniu wielkosci wejéciowych, a wigc wpisaniu wartosci estymat oraz nie-
pewnosci standardowych lub granic przedziatéw zmiennosci wielkosci wejsciowych pro-
gram automatycznie oblicza niepewno$¢ pomiaru dla zadeklarowanego modelu matema-
tycznego. Przykladowe okno programu z wynikami obliczen przedstawia rys. 2.

Wyznaczanie niepewnoéci pomiaru metoda Monte Carlo [E3]
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Rys. 2. Prezentacja wynikéw obliczen niepewnosci pomiaru metodg Monte Carlo

Program komputerowy wyznacza wartos¢ estymaty wielkosci wyjsciowej, jej niepew-
nos$¢ standardowa oraz przedzialy rozszerzenia wraz z wyznaczonymi wspétczynnikami
rozszerzenia k dla 6. wartosci prawdopodobienstwa. Dodatkowo tworzony jest wykres
gestosci prawdopodobienstwa wielkosci wyjsciowej w celu jej graficznego zobrazowania.
Program umozliwia takze zwalidowanie niepewno$ci pomiaru wyznaczonej za pomoca
prawa propagacji niepewnosci. Rys. 3 przedstawia odpowiednie okno programu.
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Rys. 3. Prezentacja wynikéw walidacji przy uzyciu metody Monte Carlo niepewnoéci pomiaru wyznaczonej
Za pomoca prawa propagacji niepewnosci

3. Walidacja programu komputerowego

Dokument [1] podaje szereg przykladéw, ktore pozwolily zwalidowa¢ poprawnos¢ pra-
cy programu komputerowego. Miedzy innymi rozpatrywany jest tam przyklad obliczenio-
Wy o nastepujacym rownaniu pomiaru

Y=X+X +X +X, (1)
gdzie: Y — wielko$¢ wyjsciowa, X, X, X,, X, — wielkosci wejsciowe.

Obliczenia wykonano dla trzech wariantéw wielkos$ci wej$ciowych:

1) wszystkim wielkosciom wejsciowym przypisane zostaly rozktady normalne prawdopo-
dobienstwa o wartosci estymaty 0 i niepewnosci standardowej 1,

2) wszystkim wielko$ciom wej$ciowym przypisane zostaly prostokatne rozklady prawdo-
podobienstwa o wartosci estymaty 0 i niepewnosci standardowe;j 1,

3) trzem pierwszym wielko$ciom wejsciowym przypisane zostaly prostokatne rozklady
prawdopodobienstwa o wartoéci estymaty 0 i niepewnosci standardowej 1. Czwarta
wielko$¢ wejsciowa, opisana prostokatnym rozkladem prawdopodobienstwa posiada
warto$¢ estymaty 0 i niepewno$¢ standardows 10.

W tabelach 1 + 3 pokazane zostaly wyniki obliczen zeprezentowane w dokumencie
[1] oraz wyniki otrzymane przy uzyciu programu komputerowego. Przyjeto nastepuja-
ce oznaczenia: GUF - warto$¢ obliczona zgodnie z wytycznymi Przewodnika [2], MCM
- warto$¢ obliczona przy uzyciu metody Monte Carlo, y — estymata wielkosci wyjsciowej,
u(y) - warto$¢ niepewnosci standardowej, y, - dolna granica przedziatu rozszerzenia dla
prawdopodobienstwa p = 95 %, y, ., - gorna granica przedziatu rozszerzenia dla prawdopo-
dobienstwa p = 95 %.
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Tab. 1. Poréwnanie wynikéw obliczen dla wariantu 1

Przewodnik Program

y u() y u(y)
GUF 0,00 2,00 0,00 2,00
MCM(10°) -0,01 1,98 0,00 2,00
MCM(10°) 0,00 2,00 0,00 2,00
MCM(1,25-10%) 0,00 2,00 0,00 2,00
MCM (1,09-10°) 0,00 2,00 0,00 2,00

Viow Vhigh Viow Vhigh
GUF -3,92 3,92 -3,92 3,92
MCM(10°) -3,92 3,88 -3,92 3,90
MCM(10°) -3,92 3,93 -3,92 3,92
MCM(1,25-10°) -3,92 3,92 -3,92 3,92
MCM (1,09-10°) -3,92 3,92 -3,92 3,92

Tab. 2. Poréwnanie wynikow obliczen dla wariantu 2

Przewodnik Program

y u() y u(y)
GUF 0,00 2,00 0,00 2,00
MCM(10°) 0,00 1,99 0,00 2,00
MCM(10°) 0,00 2,00 0,00 2,00
MCM(1,07-10°) 0,00 2,00 0,00 2,00
MCM(0,89-10°) 0,00 2,00 0,00 2,00

Viow Vhigh Viow Vhigh
GUF -3,92 3,92 -3,92 3,92
MCM(10°) -3,89 3,88 -3,89 3,87
MCM(10°) -3,88 3,88 -3,88 3,88
MCM(1,07 - 10%) -3,89 3,88 -3,88 3,88
MCM(0,89-10°) -3,88 3,88 -3,88 3,88

Tab. 3. Poréwnanie wynikéw obliczen dla wariantu 3

Przewodnik Program
y u(y) y u(y)
GUF 0,0 10,1 0,0 10,1
MCM(10°) 0,0 10,1 0,0 10,1
MCM(10°) 0,0 10,1 0,0 10,1
MCM(0,05-10°) 0,1 10,2 0,0 10,1
MCM(0,06-10°) 0,0 10,1 0,0 10,1
Viow Vhigh Viow Vhigh
GUF -19,9 19,9 -19,9 19,9
MCM(10%) 17,0 17,0 17,0 17,0
MCM(10°) 17,0 17,0 17,0 17,0
MCM(0,05-10°) -17,0 17,1 -17,0 17,1
MCM(0,06-10°) -17,1 17,0 -17,1 17,0
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4. Wzorcowanie wzorca masy

Matematyczny model pomiaru podczas wzorcowania wzorcéw masy opisany jest row-
naniem

1 1

Sm=(my, + 5mk,c){1+(pa —pao)(———ﬂ = Maom

Pw  Pr

)

gdzie: dm - odchylenie od warto$ci nominalnej, m, - umowna masa wzorca R, dm, -
. . A : — 3 4
umowna masa o malym cigzarze, p_- gestos¢ powietrza, p = 1,2 kg/m’, p, - gestos¢ wzor-

camasy W, p — gesto$¢ wzorca masy R, m_ - warto$¢ nominalna wzorca masy.

W tab. 4 przedstawiono parametry charakteryzujace wielkosci wejsciowe znajdujace
sie w réwnaniu 2. Przyjeto nastepujace oznaczenia: N(y, 0%) — rozklad normalny z wartoscia
oczekiwang y i odchyleniem standardowym o, R(a,b) - rozklad prostokatny z wartoscia
oczekiwang (a+b)/2 i szerokoscig potéwkowsq (b-a)/2.

Tab. 4. Wielkosci wejéciowe wzorcowania wzorca masy

X | Rozkad (mg) g | gy | (g
my . N, 0) 100000,0 | 0,050
om, . N, 0) 1,234 0,020
p, R(a,b) 1,20 0,10
P R(a,b) 8-10° 1-10°
Pu R(a,b) 8,00-10° 0,05-10°

W tab. 5 zestawiono wyniki obliczeniowe przyjmujace nastepujace oznaczenia:
GUF, - wartosci obliczone zgodnie z wytycznymi Przewodnika [2], MCM - wartosci ob-
liczone za pomocg metody Monte Carlo przez autoré6w dokumentu [1], MCM (program)
— wartosci obliczone za pomocg metody Monte Carlo przy uzyciu programu komputerowe-
go, GUF, — wartosci obliczone zgodnie z wytycznymi Przewodnika [2] z uwzglednieniem
wyrazow wyzszego rzedu, dm — warto$¢ oczekiwana odchylenia od wartoéci nominalne;j,
u(dm) — warto$¢ niepewnosci standardowej odchylenia od warto$ci nominalnej, m,_ - dol-
na granica przedziatu rozszerzenia dla prawdopodobienstwa p = 95 %, m,  , — gérna granica
przedzialu rozszerzenia dla prawdopodobienstwa p = 95 %.
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Tab. 5. Zestawienie wynikéw obliczen

Mot | oy | | | g
GUF, 1,2340 0,0539 1,1284 1,3396
MCM 1,2341 0,0754 1,0831 1,3822

(pi\ggrle\:[m) 1,2340 0,0755 1,0832 1,3823
GUF, 1,2340 0,0750 1,0870 1,3810
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5. Wzorcowanie ptytek wzorcowych metoda poréwnawcza

Model matematyczny wzorcowania ptytek wzorcowych metoda poréwnawczg opisany
jest nastepujacym rownaniem:

SL=L +D+d +d,—L[6x(0,+A)+ad6]-L 3)

gdzie: L - odchylenie dlugosci $rodkowej od dlugosci nominalnej ptytki wzorcowej,
L, - dlugos¢ plytki wzorcowej odniesienia, D - réznica diugosci ptytek wzorcowych,
d, - przypadkowe bledy komparatora, d, - systematyczne bledy komparatora, da — rézni-
ca wspolfczynnikow rozszerzalnodci liniowej ptytek wzorcowych, 6, — $rednie odchylenie
temperatury od temperatury 20 °C, A - cykliczna zmiana temperatury, & - wspdtczyn-
nik rozszerzalnosci liniowej plytki wzorcowej odniesienia, 60 — réznica temperatur ptytek
wzorcowych, L - dlugo$¢ nominalna ptytki wzorcowe;.

W tabelach 6 i 7 przedstawiono parametry charakteryzujace wielkos$ci wejsciowe row-
nania (3). W tab. 6 przyjeto nastepujace oznaczenia: y — warto$¢ oczekiwana, o — odchylenie
standardowe, v — wypadkowa liczba stopni swobody, t (4, 0°) - rozklad ¢-Studenta, N(u, ¢°)
- rozktad normalny. W tab. 7 przyjeto oznaczenia: a — dolna granica rozkladu, b - goérna
granica rozkladu, R(a, b) - rozklad prostokatny, U(a, b) - rozklad typu U, CTp(a, b, d)
- rozklad (trapezowy krzywoliniowy) o niedokladnie okreslonych granicach +d.

Tab. 6. Wielkosci wejsciowe wzorcowania plytek wzorcowych

X, Rozktad U o v
L tv(u, 0%) 50 000 623 nm 25 nm 18
D tv(u, 0% 215 nm 6 nm 24
d tv(u, 0% 0nm 4nm
d, tv(u, 0% 0 nm 7 nm
0, N(y, o) -0.1°C 0.2°C

Tab. 7. Wielko$ci wejéciowe wzorcowania ptytek wzorcowych

. Rozktad a b d
o R(a,b) 9,5-10°¢°C! 13,5-10°¢°C*!
A U(a,b) -0,5°C 0,5°C
dat CTp(a,b,d) -1,0-10°°C" 1,010 °C" 0,1-10¢°C"
66 CTp(a,b,d) -0,050 °C 0,050 °C 0,025 °C

W tab. 8 przedstawiono zestawienie wynikow pokazanych w dokumencie [1] oraz
uzyskanych za pomoca programu komputerowego. Przyjeto nastepujace oznaczenia:
0L - estymata odchylenia dlugosci srodkowej od dlugosci nominalnej ptytki wzorcowej,
u(0L) - niepewno$¢ standardowa odchylenia diugoséci $rodkowej od diugosci nominal-
nej ptytki wzorcowej, 6L, - dolna granica przedziatlu rozszerzenia dla prawdopodobien-
stwa p=95%, 0L, - gorna granica przedziatu rozszerzenia dla prawdopodobienstwa
p=95%.
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Tab. 8. Zestawienie wynikow obliczen

oL u(dL) oL, oL
Metoda (nm) (nm) (nm) (nm)
GUF 838 32 746 930
MCM
(przewodnik) 838 36 745 931
MCM
(GUM) 838 36 744 931

6. Podsumowanie

Na podstawie przykltadéw przedstawionych w tej pracy mozna stwierdzi¢, ze pro-
gram komputerowy opracowany w Laboratorium Dlugo$ci Zakladu Diugosci i Kgta GUM
dziala poprawnie, zostal zwalidowany i moze by¢ uzywany do wyznaczania niepewnosci
pomiaru.

Program komputerowy wykorzystujacy metode Monte Carlo do obliczania niepewno-
$ci pomiaru umozliwia zwalidowanie niepewnosci pomiaru wyznaczonej za pomocg prawa
propagacji niepewnosci. Dodatkowo, dzigki prostocie obstugi, mozliwe jest szybkie wy-
znaczenie niepewnosci pomiaru skomplikowanych réwnan pomiarowych. Metoda Monte
Carlo z powodzeniem moze tez by¢ wykorzystywana do obliczania i sprawdzania wynikéw
poréwnan miedzylaboratoryjnych.
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